Analiza bledéw pomiarowych

W naukach przyrodniczych kluczowa rol¢ w weryfikacji wszelkich hipotez 1 teorii
naukowych odgrywa eksperyment 1 jego wynik. Czgstokro¢ pojedynczy wynik
eksperymentalny lezy u podstaw nowych teorii i odrzucenia dotychczasowych wyobrazen o
danym zjawisku, czy wrecz wyobrazenia o otaczajacym nas $wiecie. Ale aby eksperyment
naukowy mogt spetniac¢ tak wazna role¢ konieczna jest znajomo$¢ doktadnosci z jaka zostat on
wykonany. Warto zda¢ sobie sprawg z faktu, ze wszelkie wielkosci fizyczne wyznaczone
doswiadczalnie, okreslone zostaty z mniejsza lub wigksza doktadnos$cia, nawet te podawane w
tablicach fizykochemicznych jako stale podstawowe, powszechnie uznane za wielkosci
»prawdziwe” 1 wykorzystywane we wzorach czgstokro¢ bez wnikania jaka jest ich
doktadnos¢. Od wiekdw wyznaczenie ,,predkosci” (a w zasadzie szybkoS$ci) Swiatta zaprzatato
umysty naukowcéw probujacych dokonaé jej pomiaru. Poczawszy od prob Galileusza, ktory
nieudanie probowal dokona¢ tego pomiaru mierzac opdznienie z jakim $§wiatto pokonuje
droge pomigdzy obserwatorami na szczytach sasiednich wzgdrz, poprzez obserwacje
za¢mienia jednego z ksigzycy Jowisza, lo, wykonane przez Romera w 1675 r., ktorych
konkluzja byto przypisanie $wiatlu skonczonej predkosci czy coraz doktadniejsze pomiary
pomystowych eksperymentow Fitzeau (1849 r.), Foucaulta (1850 r.) czy Michelsona (lata
1880-1930) predkos¢ z jaka przemieszcza si¢ fala §wietna okreslano coraz doktadniej. W
chwili obecnej podawana w tablicach fizykochemicznych warto$¢ predkosci §wiatta w prozni
(c =299 792 458 m/s) jest okreslana jako warto$¢ doktadna, czyli nie obarczona bigdem. Czy
obecnie zaakceptowana warto$¢ jest wigc wyznaczona z nieograniczona dokladnoscia?
Oczywiscie, ze nie, cho¢ jednoczesnie osiagnigta doktadnosc¢ jest na tyle duza, ze od 1983 r.
przyjeta warto$¢ predkosci §wiatla w prozni stanowi podstawe definicji metra.

W niniejszym rozdziale przedstawione zostana podstawowe informacje zwiazane z

doktadnos$ciami pomiarowymi, metodami ich wyznaczania i analizy.

Pomiar

Podstawowym celem eksperymentu naukowego, niezaleznie od tego czy
przeprowadza go z duza dokladno$cia naukowiec, stosujacy bardzo precyzyjna i
skomplikowana aparaturg, czy tez student w trakcie zaj¢é laboratoryjnych jest dokonanie
pomiaru wielkosci fizycznej, czyli wyznaczenie jej wartosci (podanie wartosci liczbowej wraz
z jednostka) i okreslenie doktadnosci z jaka pomiar zostal wykonany. Wartosci roznych
wielko$ci uzyskuje si¢ z pomiarow bezposrednich badz posrednich. W pomiarze

bezposrednim czgsto odczytuje si¢ wynik wprost ze wskazania przyrzadu, przewaznie



wyskalowanego w jednostkach mierzonej wielkosci. Przyrzady moga by¢ réznorodne, na
przyktad wagi, mierniki elektryczne, spektrometry, liczniki czastek promieniowania.
Czgstokro¢ uzywanie przyrzadéw pomiarowych wymaga stosowania wzorcow miar, jak np.
odwazniki, pojemniki miarowe (cylindry, pipety), przymiary (linijka, suwmiarka). Sposob
wykonania pomiaru jest oparty na okreslonej metodyce, ktdra nazywamy metodq pomiarowq.
Na przyktad pomiar predkosci moze by¢ oparty na zjawisku Dopplera, a temperatur¢ mozna
mierzy¢ na podstawie zjawiska termoelektrycznego.

Wsréd metod pomiarowych szczegdlne znaczenie maja metody bezposrednie, oparte
na prawach fizycznych dajacych si¢ wyrazi¢ przez podstawowe state (¢, G, h, k, F, Na...) 1
podstawowe wielkosci (dtugos¢ I, czas ¢, masa m, temperatura 7, prad elektryczny I,
Swiatto$¢ I,, 1lo$¢ substancji n). W pomiarze posrednim warto$¢ okreslonej wielkos$ci jest
oznaczana na podstawie bezposrednich pomiaréw innych wielkosci. Wynik pomiaru oblicza
si¢ uzywajac wzoru wiazacego wielko$¢ oznaczang i wielko$ci mierzone. Na przyktad gestosc
substancji oblicza si¢ na podstawie zmierzonych warto$ci masy i objgtosci. Pomiar posredni

czesto nazywa si¢ oznaczaniem.

Prezentacja wyniku pomiaru

Warto w tym momencie zwrdci¢ uwage na prawidtowy sposob prezentacji uzyskanego
wyniku pomiarowego. Symbole wielko$ci piszemy czcionka pochyla (kursywa), rowniez ich
indeksy gorne i1 dolne, jezeli sa symbolami wielko$ci. Natomiast liczby i jednostki, a takze
symbole pierwiastkow 1 czastek elementarnych, piszemy czcionka prosta. Do nielicznych
wyjatkow nalezy symbol pH.

Wielkos$ci mianowane, prezentujemy jako wartosci liczbowe, wskazujace ile razy
zmierzona warto$¢ jest wigksza od jednostki, wraz z podaniem miana jednostki. Stosowane
moga by¢ réznorodne przeliczniki jednostek, cho¢ nalezy dazy¢ do postugiwania sig
jednolitym systemem jednostek zwanym uktadem SI (franc. Systeme International d’Unites),
wywodzacym si¢ jeszcze z czasOw Wielkiej Rewolucji Francuskiej. Czgstokro¢ jednak,
tradycyjny w danej dziedzinie sposdb prezentacji wynikow jest nie tylko wymagany, ale 1
najbardziej czytelny. Np. wiele metod spektroskopowych wykorzystuje odmienny sposob
charakteryzowania fali elektromagnetycznej poczynajac od okreslania czgstosci fal radiowych
(V/Hz), liczb falowych fal w zakresie podczerwieni (k/cm™), dtugosci fali w zakresie UV i
widzialnym (A/nm) czy jednostek energii promieniowania jonizujacego (E/eV).

Z innym przyktadem mozemy si¢ spotkac przy podawaniu wyniku pomiaru szybkosci:

v="72km/h lub v=20 m/s,



przy czym zapis w pierwszej postaci jest charakterystyczny dla okreslania szybkosci
samochodu, a drugi szybkosci wiatru.
Spotka¢ mozemy roézne sposoby zapisu wyniku pomiaru:
v="72km/h v="72 [km/h] v/(km/h) =72
przy czym ostatni z zaprezentowanych sposobdw, gdy wartos¢ wielko$ci jest wyrazona za
pomoca wartosci liczbowej (niemianowanej) oraz ilorazu wielkoSci przez jednostke, jest

zalecany do opisu zestawien tabelarycznych i osi wspotrzednych na wykresach.
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Rys. 1 Zalezno$¢ Arrheniusa — zaleznos$¢ logarytmu stalej szybkosci reakcji (In k) od
odwrotnosci temperatury ()

Na przyklad nanoszac warto$é stalej szybkosci reakcji k& = 0,368 1'mol™s” w
temperaturze 30°C na wykres liniowej zalezno$ci Arrheniusa: In k = Ind - E4/RT, osie
wspbtrzednych nalezy opisaé: In (k/(lmol's™)) oraz 10°K/T (ewentualnie kK/T) lub
T "/(10°K™") (ewentualnie T '/kK'). Na wykresie otrzymamy punkt o wspotrzednych:
odcietej: T"/(10°K™") = 3,2987 oraz rzednej: In(k/( 1-mol™-s™)) = In 0,368 = -0,9997.

Dokladnos$¢ pomiaru

Doktadnos$¢ metody badawczej charakteryzuje zgodno$¢ otrzymywanych wynikow,
czyli zmierzonej warto$ci x, z wartosciq prawdziwgq, nazywana tez wartoscia rzeczywistq.
Warto$¢ prawdziwa moglaby zosta¢é zmierzona w wyniku pomiaru bezblednego. W
rzeczywistosci, jedynym sposobem poznania tej wielkosci jest jej ocena (oszacowanie,
estymacja). Oceng t¢ uzyskana w wyniku pomiaru nazywa si¢ wartosciq umownie
prawdziwg, wartosciq poprawnq lub uznanq. Powinna ona by¢ tak bliska wartosci

prawdziwej, aby réznica migdzy nimi byla pomijalnie mata z punktu widzenia celu



wykorzystania warto$ci poprawnej. W dalszej czgs$ci niniejszego rozdzialu bgdziemy sig
postugiwali pojeciem wartosci prawdziwej jako gtownego celu pomiaru eksperymentalnego.

Kilka waznych czynnikow wptywa na poprawnos$¢ estymacji, a do najwazniejszych
naleza bledy pomiarowe. Przede wszystkim moga to by¢ popetnione przez eksperymentatora
ewidentne bledy, tzw. bledy grube. Btedy grube pochodza z pomytek eksperymentatora,
niezauwazonych przez niego niesprawnosci przyrzadoéw i niewtasciwych warunkéw pomiaru.
Bledy grube pojawiaja sig, gdy eksperymentator nieprawidlowo odczyta wskazania
przyrzadu, Zzle zanotuje liczby lub jednostki, pomyli si¢ w obliczeniach, wykorzysta
niewlasciwe dane literaturowe itp. Jedna z przyczyn bledow grubych u poczatkujacych
eksperymentatorow jest przesadne zaufanie do sprawnego dziatania przyrzaddéw i niestaranne
prowadzenie notatek laboratoryjnych. Razaco duze bledy grube daja si¢ tatwo wykry¢ i
usunag.

Druga grupg stanowia bledy systematyczne. Bledy systematyczne pochodza z
niesprawnosci przyrzaddow pomiarowych, niepoprawnej ich kalibracji (skalowania),
nieidentycznos$ci warunkow pomiaru (temperatury, cisnienia, wilgotnosci, zasilania przyrzadu
itp.) z warunkami kalibracji przyrzadéw, a takze indywidualnych cech eksperymentatora i
niescisto$ci wzorow obliczeniowych. Typowymi przyktadami zrodet takich btgdow moga by¢
np. pdzniacy si¢ stoper lub btedny odczyt wyniku z miernika. Kazdy eksperymentator ma
indywidualny sposob wykonywania pomiaru, np. odczytu wskazan przyrzadow, przez co
wplywa na powstanie bigdu systematycznego. Blad systematyczny rzadko bywa staty, czyli
niezalezny od mierzonej wielkosci. Moze by¢ zlozona funkcja wielkosci.

Blad ten nie wynika z niestaranno$ci eksperymentatora, jak btad gruby, ale jest
zalezny od jego umiejetnosci manualnych 1 doswiadczenia. Ocena wartosci bledow
systematycznych wymaga analizy wszystkich czynnikow aparaturowych i1 osobowych
wplywajacych na wynik pomiaru. Mozna je w istotny sposob ogranicza¢ wykonujac pomiary
metodami poréwnawczymi (ré6znicowymi, kompensacyjnymi) w stosunku do wzorcéw, o
znanych warto$ciach poprawnych.

Najwazniejsza grupg stanowia jednak tzw. bledy przypadkowe. Charakteryzuja sig
tym, Zze w serii pozornie identycznych powtdrzen pomiaru tej samej warto$ci mierzonej btedy
te moga by¢ dodatnie, i ujemne, a takze mate i duze. Powstaja pod wplywem wielu
czynnikoéw, ktorych praktycznie nie daje si¢ przewidzie¢. Przyczyna bledow przypadkowych
sa niewielkie fluktuacje (wahania wokol warto$ci przecigtnej) temperatury, ci$nienia,
wilgotnosci 1 innych parametréw zaréwno w przyrzadach pomiarowych i ich czg$ciach, jak i

w badanych obiektach, gdyz prébki uzyte do kolejnych powtérzen pomiaru moga mieé



przypadkowo nieznacznie rézne wiasnosci fizyczne i chemiczne. Réwniez chwilowe zmiany
przyzwyczajen eksperymentatora, wynikajace nawet z jego nastroju, moga by¢ przyczyna
btedow przypadkowych.

Bledy przypadkowe Ax podlegaja prawom statystyki matematycznej i dlatego bywaja
takze nazwane bledami statystycznymi lub losowymi. Konsekwencja przypadkowosci tych
btedow jest mozliwo$¢ ich opisania, a takze przewidywania ich wartosci za pomoca analizy
statystycznej wynikdéw wielokrotnie powtorzonych pomiardéw. O ile nazwa btad pomiarowy,
jest synonimem ,,pomyltki“ w przypadku bledow grubych i1 systematycznych, o tyle blad
przypadkowy jest nierozerwalnie zwigzany z istota pomiaru i oznacza niemozliwa do
uniknig¢cia niepewno$¢ pomiarowa. Koniecznym jest wigc okreslenie jednoznacznych regut
pozwalajacych t¢ wielko$¢ oszacowac (estymowac), podobnie jak ma to miejsce w przypadku

estymacji warto$ci mierzonej wielkosci.

Niepewnosci pomiarowe (bledy przypadkowe)

W dalszej cze$ci tego rozdziatlu zajmiemy si¢ analiza przypadkowych niepewnos$ci
pomiarowych. Maja one decydujacy wptyw na okreslenie doktadnosci i precyzji pomiarow, a
wigc 1 doktadnos$ci eksperymentu naukowego.

Pojgcie doktadnos$ci odnosi si¢ zardbwno do wyniku pomiaru — warto$ci zmierzonej,
jak 1 do przyrzadu lub metody pomiarowej. Warto§¢ zmierzona jest doktadna, jezeli jest
zgodna z warto$cia prawdziwa mierzonej wielkosci. Jest to oczywiscie nieosiagalny ideat,
poniewaz wszystkie zmierzone warto$ci sa bardziej lub mniej niedokladne. Jednakze analiza
btedow pomiarowych moze wykaza¢, ze jedne wartosci sa doktadniejsze od innych. Podobnie
charakteryzujemy przyrzady i metody pomiarowe jako bardziej lub mniej doktadne.
Niektoérym przyrzadom przypisuje si¢ umowne klasy doktadnosci. Na doktadno$¢ pomiarowa
sktadaja si¢ zaré6wno btedy przypadkowe jak i systematyczne.

Pojgcie precyzji jest zwiazane z blgdami przypadkowymi i odnosi si¢ zarowno do
warto$ci zmierzonych, jak i do przyrzadéw lub metod pomiarowych. Precyzja przyrzadu lub
metody pomiarowej zalezy od pewnej przecigtnej wartosci btedu przypadkowego, ktoérym jest
obarczony kazdy wynik pomiaru. Wynik pomiaru otrzymany metoda bardzo precyzyjna ma
maly btad przypadkowy, za§ otrzymany metoda mniej precyzyjna ma wigkszy blad
przypadkowy.

Bledy pomiaréw podaje si¢ jako bezwzgledne lub wzgledne. Btad bezwzgledny jest
wartoscia bezwzgledna réznicy wartosci zmierzonej i1 wartosci prawdziwej, 1 jest miara

odchylenia wyniku pomiarowego od wartosci prawdziwe;j:



Ax:|x—m|
Btad wzgledny (przewaznie wyrazany w procentach) jest stosunkiem btedu bezwzglednego
do modutu wartos$ci mierzone;:
Ox =Ax/|x|

Wynik pomiaru dowolnej wielkosci fizycznej mozemy wigc zaprezentowa¢ w postaci:

x+ Ax=x(1£0x)

Oszacowanie niepewno$ci pomiarowych moze by¢ zadaniem skomplikowanym i
trudnym. W przypadku pomiaréw bezposrednich mozliwe jest okre§lenie niepewnos$ci
pomiarowe] jako zwiazanej z najmniejsza podziatka skali przyrzadu wykorzystywanego w
danym eksperymencie. Mozliwe jest uzyskanie wigkszej precyzji przy dokonaniu liniowe;j
interpolacji, czyli oceny odcinka migdzy dziatkami skali. I tak np. linijka z najmniejsza
podziatka milimetrowa mozemy dokona¢ pomiaru z niepewnoscia = 1 mm, gdy dysponujemy
ta§ma miernicza o podzialce 1cm, niepewno$¢ pomiarowa siggnie tegoz wtasnie = 1ecm, chyba
ze interpolacja dlugos$ci przypadajacej miedzy podziatkami pozwoli nam zmniejszy¢
niepewno$¢ do + 0,5 cm lub nawet do + 0,2 cm.

Ale nawet w przypadku prostych pomiaréw bezposrednich doktadno$¢ przyrzadow
pomiarowych niekoniecznie musi w bezposredni sposob przenosi¢ si¢ na wynik pomiaru.
Przyktadem moze by¢ niepewno$¢ zwiazana z okresleniem (zdefiniowaniem) poczatku i
konca mierzonego obiektu, czy zdefiniowaniem poczatku i konca eksperymentu przy
pomiarach czasu. W efekcie dysponowanie bardzo doktadnym przyrzadem niekoniecznie
zapewnia okreslong doktadno$¢ pomiaru, np. w r¢cznym pomiarze czasu biegu sprinterskiego
na 100 m refleks i do$swiadczenie osoby dokonujacej pomiaru maja wigkszy wptyw na
doktadno§¢ pomiaru niz doktadno$¢ stopera. W takich przypadkach dopiero wielokrotne
powtdrzenie eksperymentu moze ujawnié rzeczywista niepewnos¢ pomiarowa. Musi zostaé
jednak zagwarantowany warunek, ze za kazdym razem mierzymy rzeczywiscie t¢ sama
wielko$¢ (np. kolejne probki zawieraja te same stezenia substratow przy pomiarach statej
szybkosci reakcji). Warto rowniez zda¢ sobie sprawe¢ z faktu, iz wielokrotne powtarzanie
pomiaru nie ujawnia bledow systematycznych, cho¢ jest skuteczna metoda analizy

przypadkowych niepewnos$ci pomiarowych.

Analiza statystyczna niepewnos$ci pomiarowych
Dokonujac wielokrotnie pomiaru dowolnej wielkos$ci fizycznej spodziewamy sig, ze

otrzymamy zbior warto$ci mierzonej wielkosci. Cho¢ w serii n pomiarow wielkosci x (x;, x2,



X3... Xp) cze$¢ wynikéw moze ulec powtdrzeniu, zbidr rozniacych si¢ wartosci pozwala nam
oceni¢ zarowno warto$¢ prawdziwa mierzonej wielkosci x, jak 1 niepewno$¢ pomiarowa, na
podstawie rozrzutu, rozproszenia (wariancji) otrzymanych wynikow. Najczgsciej uzywanym
przyblizeniem wielko$ci prawdziwej jest srednia arytmetyczna wynikow z proby:
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Najczesciej uzywana miara niepewnosci pomiarowej (miara rozproszenia wynikow)

jest z kolei wariancja (S*) lub odchylenie standardowe 7 préby (S):

Przyktad liczbowy: obliczanie $redniej arytmetycznej i odchylenia standardowego;

10 pomiaréw dato nastepujace wyniki:8,5; 9,1; 9,2; 10,1; 10,4; 11,4; 11,6; 11,8; 12,3; 12,6

2

X Xi- X (xi- x)° Xi
8.5 22 484 725
9,1 16 2,56 82,81
9,2 15 225 84,64
10,1 0,6 0,36 102,01
10,4 03 0,09 108,16
114 0,7 0,49 129,96
1.6 0.9 0,81 134,56
1.3 L 121 139,24
123 16 2,56 151,29
12,6 19 361 158,76
3 x, =107 Se-0=0 | Y@ -x=1878 | Yx?=1163,68
5 5 5 5

Uwaga: Y (x, —x)> = > x2-nx>=1163,68 — 10%(10,7)’ = 18,78

i=1

Srednia x == —

i=1

n
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n

=10,7; odchylenie standardowe S =




Wyniki przedstawione w tabeli wyraznie pokazuja, ze srednia arytmetyczna jest dobra
miara wielko$ci przecigtnej, wokol ktorej skupione sa otrzymane wartosci. Suma odchylen
wartosci x; od $redniej x, zgodnie z definicja $redniej arytmetycznej, wynosi zero. Czgs¢
uzyskanych wartosci x; jest wigksza niz $rednia, czg¢$¢ mniejsza. W rezultacie odchylenie
srednie nie moze by¢ wykorzystane jako miara rozproszenia tych wartosci. Taka miar¢ mozna

jednak uzyskac liczac sume¢ kwadratow tych odchylen i normalizujac w zaleznosci od liczby

analizowanych warto$ci. Z tabeli wyraznie jednak widaé, ze przedziat x £ S nie obejmuje
wszystkich przedstawionych w tabeli wartosci. Czy mozemy w takim razie uzna¢ S za miare

niepewno$ci pomiarowej?

Rozklad normalny

W celu uzyskana interpretacji odchylenia standardowego rozpatrzmy najwazniejszy (z
punktu widzenia praktycznych i teoretycznych zastosowan) rozklad prawdopodobienstwa:
rozkltad normalny (zwany tez rozkladem Gaussa). Funkcja gestosci prawdopodobienstwa
rozktadu normalnego posiada postac:

(x-m)*
xmm)

1
fm,o' (X) - O'\/E

gdzie m — jest warto$cia oczekiwana (zwana tez wartoscia srednia), a o - odchyleniem

e20

standardowym zmiennej losowej podlegajacej temu rozktadowi. Jest ona znormalizowana:
[fo-dx=1

co oznacza, ze prawdopodobienstwo znalezienia x w calym zakresie od -co do +o0 wynosi

100%, a pole powierzchni pod wykresem funkcji wynosi 1.
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Rys. 2 Funkcje gestosci prawdopodobienstwa rozktadow normalnych N(m, o) o r6znych

warto$ciach $rednich (m) 1 odchyleniach standardowych (o)

Jako, ze rozklad normalny zalezy tylko od tych dwoch parametrow wystarczy symboliczny
zapis N(m, o) do jego oznaczenia. Pierwszy z parametrow okresla warto$¢ srednia rozktadu,
wokot ktorej jest on symetryczny, a drugi szeroko$¢ rozktadu. Uwaga: pola powierzchni pod
zaprezentowanymi na rysunku 3 rozktadami wynosza 1 (warunek normalizacji).

Znajomos¢ funkcji gestosci prawdopodobienstwa pozwala okresli¢
prawdopodobienstwo znalezienia zmiennej losowej, podlegajacej takiemu rozktadowi, w

okreslonym przedziale:
b
Pla<x<b} :jfm,a(x)-dx

gdzie f(x)-dx oznacza prawdopodobienstwo znalezienia zmiennej x w przedziale od x do x +
dx. W praktyce wygodnie jest korzysta¢ ze standardowego rozktadu normalnego N(0,1),

ktorego funkcja gestosci prawdopodobienstwa przyjmuje postac:

u2

1 -

fu=—=e

a dystrybuanta F(x):
F(x)=P{u<ux}= ]if(u)-du

zostala stablicowana.



Podstawienie u = (x — m)/o pozwala dokona¢ zmiany zmiennych: x, ktéry podlega
rozktadowi normalnemu N(m, o) na zmienna u, ktéra podlega standaryzowanemu rozktadowi
normalnemu N(0,1). Korzystajac z powyzszego podstawienia i dokonujac zmiany granic
catkowania mozemy prawdopodobienstwo P{a < x < b} wyrazi¢ za pomoca wartosci
dystrybuanty, znalezionych w tablicach dystrybuanty rozktadu N(0,1):
b _G=m)?

P{a<x<b}=ifm’a(x)-dxzj e -dxzf Lo du=

" ON2T m N2

b-m

[ o, y-du= Py

o

a—m<u<b—m}:F(b—m)_F(
o o

o

Przyktad do rysunku 3:
x: N(4,2) = u: N(0,1);

P{6 <x <8} =P{1 <u <2}- pola zacieniowane na rys. 3

044 fx)
N(0,1)

0,34

0,2
N4.2)

0,1

0,0 — rff/f ' ; r r : >

Rys. 3 Normalizacja rozktadu normalnego N(4,2) do standaryzowanego rozktadu normalnego
N(0,1). Zacieniowane pole okresla obszary rownego prawdopodobienstwa w obu

rozktadach
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W szczegolnosci prawdopodobienstwo uzyskania wielkosci x w zakresie £ o od wartosci
oczekiwanej m wynosi:
P{m-o<x<m+ o} =0,68

Zatozmy, ze wyniki serii pomiaréw eksperymentalnych wielko$ci x podlegaja takiemu
wiasnie rozkladowi normalnemu N(m, o). Ciagla funkcja rozkladu oznacza, ze mogiby on
zosta¢ osiagnigty w wyniku wykonania nieskonczonej ilosci pomiarow wielkos$ci fizycznej x,
ktorej prawdziwa warto§¢ wynosi m, a pomiar podlega wplywowi tylko bledow
przypadkowych, czyli obarczony jest okreslona niepewnoscia pomiarowa. Jej miara jest o.
Czy rzeczywiScie mozemy uzna¢ taka interpretacj¢ za wiarygodna? Stosunkowo latwo jest
zaakceptowaé fakt, ze wykresy (histogramy) opisujace zbiory skonczone (o ograniczongj
liczbie wartosci np. n pomiardw x;, X2, X3... X, ) beda dazyly wraz ze wzrostem ilosci
pomiardw do wykresOw granicznych opisywanych funkcjami ciagtymi.
A

n /f(x)

X
Rys. 4 Histogram skonczonego zbioru wynikéw z dopasowana funkcja gestosci

prawdopodobienstwa rozktadu normalnego

Trudniej si¢ jednak pogodzi¢ z faktem, ze rozktady ciagle jedynie asymptotycznie
daza do zera (czyli w przypadku rozktadu normalnego funkcja gestosci prawdopodobienstwa
nie osigga wartosci 0 w catym przedziale od - do +w). A to oznacza okreslone
prawdopodobienstwo uzyskania wyniku pomiaru skrajnie odbiegajacego od wielkoS$ci
prawdziwej. Faktycznie jednak funkcje gestosci prawdopodobienstwa sa funkcjami szybko
zbieznymi do zera i na ogdl, poza pewnym waskim przedziatem, prawdopodobienstwo

otrzymania wyniku staje si¢ znikomo mate.
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W rezultacie korzystanie z funkcji ggstosci prawdopodobienstwa pozwala uzyskaé
wygodna interpretacje wynikéw pomiarow eksperymentalnych 1 niepewnosci z nimi
zwigzanych. Mozna bowiem wykaza¢, Ze najlepszym estymatorem (ocena nieznanego
parametru) wartosci oczekiwanej m, a wigc 1 wartosci prawdziwej, jest Srednia arytmetyczna
serii pomiaréw, a wariancji zmiennej losowej, kwadrat odchylenia standardowego z proby, S°.
Uzyskujemy w ten sposob interpretacj¢ niepewnosci pomiarowej, wyrazonej za pomoca
odchylenia standardowego z proby, S, jako 68% prawdopodobiefistwo otrzymania wyniku
pomiaru w przedziale x + .S (lub 95% prawdopodobienstwo otrzymania wyniku w przedziale x

+ 28§, itp.)

Rozklad Sredniej arytmetycznej

W powyzszym omoéwieniu ograniczyliSmy si¢ do rozkladu normalnego, cho¢ w
niektorych przypadkach bardziej odpowiednie do stosowanych technik pomiarowych moga
by¢ rozktady ciagle innego typu (inna funkcja ggstosci prawdopodobienstwa) np. rozktad
Poissona, rozktad logarytmiczno-normalny, rozktad y*. Znaczenie rozkladu normalnego i jego
szerokie wykorzystanie w naukach przyrodniczych wynika z dzialania centralnego
twierdzenia granicznego moOwiacego, ze suma duzej liczby zmiennych losowych
niezaleznych ma asymptotyczny rozktad normalny. Innymi stowy jezeli wynik pomiaru
narazony jest na wpltyw wielu zrodet niewielkich 1 przypadkowych btedéw, a biedy
systematyczne sa zaniedbywalne, uzyskiwane wartosci najlepiej beda opisywane granicznym

rozktadem normalnym.

12



ntfx) ,, X

e ®e we 0@ ©
X, X, X

n

v

L .
=T T 1 T
40

— .
60 80 100 120 140

1 fix)

\

4IO | 6IO . 8I0 . 1(1)0_. 1I20 . 1:10 |
X
Rys. 5 Poréwnanie rozktadu zmiennej x (wykres gorny) i rozktadu $redniej (wykres dolny).
Na wykresie zaprezentowano odpowiednie histogramy i funkcje gestosci

prawdopodobienstwa rozktadu normalnego. Punkty x;, x;....x, reprezentuja przyktadowy

zbidr wynikow serii n pomiaréw zmiennej x; x $rednia serii

Zastanbwmy si¢ obecnie nad prostym pytaniem o rozklad warto$ci $redniej. Zatozmy,
ze wyniki serii pomiaro6w eksperymentalnych podlegaja rozkladowi normalnemu N(m, o).
Dokonujac serii n pomiardw oczekujemy, ze ich wyniki utoza si¢ zgodnie z funkcja ggstosci
prawdopodobienstwa danego rozktadu. Mozna wigc oczekiwaé, ze najwigksza liczba
wynikow skupiona bedzie wokdt wartosci oczekiwanej m, cho¢ znajdziemy wsrod nich
warto$ci mniejsze 1 wigksze, oraz odbiegajace mniej lub bardziej od wartosci oczekiwanej m.
Jednakze liczac warto$¢ Srednia wynikow serii pomiarowej mozemy spodziewac sig, ze
warto$¢ ta bedzie po pierwsze odbiega¢ znacznie mniej od wartosci oczekiwanej m, niz
skrajne wyniki pojedynczych pomiardéw, a po drugie tym bardziej bedzie zblizona do m, im
wigce] wynikow jest do tej wartosci zblizonych. Im wigcej pomiaréw wykonamy w celu
policzenia z nich wartosci $redniej tym jej odchylenie od warto$ci oczekiwanej m powinno
by¢ mniejsze. Jednocze$nie wykonujac kilkanascie takich serii pomiarowych nie oczekujemy,
ze policzone warto$ci s$rednie beda identyczne, ale raczej, ze podlegaé beda rowniez

rozktadowi. Rozklad wartos$ci sredniej bedzie oczywiscie skupiony wokot tej samej wartosci
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oczekiwanej m, co rozklad pojedynczego pomiaru, ale wariancja wartosci $redniej bedzie
znacznie mniejsza.

Mozna wykaza¢, ze jezeli x podlega rozktadowi normalnemu N(m, o), to x podlega

o

Jn

by¢ rozktad opisywany dowolna funkcja ggstosci prawdopodobienstwa, ze skonczona srednia

rozktadowi normalnemu N(m, ). Co wigcej, niezaleznie od rozktadu wielko$ci x (moze to

1 wariancja), graniczny rozktad §redniej arytmetycznej x (dla duzej ilo$ci pomiardéw, n > 50)
9
n

rozktadu normalnego 1 nosi nazwe twierdzenia Lindeberga-Levy’ego.

bedzie rozktadem normalnym N(m, ). Jest to kolejny argument podkreslajacy wazno$é

A A

S

J

n=50 [ [

/ \ .

v

Rys. 6 Rozktady $rednich f{ )_c) uzyskiwanych z serii 2, 8 lub 50 pomiaréw zmiennej x
podlegajacej rozktadowi f(x)

Podsumujmy, jakie wnioski wynikaja z powyzszych rozwazan. Po pierwsze
uzasadniaja one wybor $redniej jako warto$ci poprawnej, czyli najlepszego przyblizenia
wartosci prawdziwej. Po drugie, przyblizenie to jest tym dokltadniejsze (obarczone mniejszym
btedem) im wigksza liczba pomiarow zostata wykonana. W granicznym przypadku
nieskonczonej ilo$ci pomiarow doszlibySmy do prawdziwej warto$ci mierzonej wielkos$ci
fizycznej. W praktyce trzeba sobie jednak zdawaé sprawe z faktu, ze nasze wczesniejsze

zatlozenie o braku bledow systematycznych jest obrazem wyidealizowanym. O ile
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zwigkszanie liczby pomiarow pozwala zminimalizowaé btedy przypadkowe, statystyczne o

tyle nie zmniejszy btedow systematycznych i ich wptywu na btad pomiarowy.

Przedzialy ufnosci — estymacja przedzialowa

Oszacowanie (estymacja) nieznanej wartosci mierzonej wielkosci fizycznej za pomoca
pojedynczego parametru, np. poprzez wykorzystanie wartosci $redniej arytmetycznej jako
najlepszego przyblizenia warto$ci prawdziwej, nazywane jest w statystyce metoda estymacji
punktowej. Pewna miara niepewnos$ci estymacji z wykorzystaniem S$redniej arytmetycznej
moze by¢ odchylenie standardowe z préby, S, cho¢ jak juz wspomnieliémy powyzej rozktad
sredniej nie pokrywa si¢ z rozktadem mierzonej wielkosci x. Wygodnie jest wigc w oparciu o
rozktad warto$ci $redniej dokonaé estymacji przedzialowej warto$ci mierzonej wielkosci, np.
metoda przedzialow ufnosci stworzona przez polskiego matematyka J. Neymana. Estymacja
przedzialowa dokonuje szacunku w postaci podania przedziatu warto$ci, ktory z duzym
prawdopodobienstwem obejmuje warto$¢ prawdziwa.

Jezeli zatozymy, ze wielko$¢ x podlega rozkladowi normalnemu N(m, o) to $rednia

arytmetyczna x z n - elementowej serii pomiarowej podlega rozktadowi N(m,%).

Dokonujac podstawienia u = al

m I otrzymamy dla u standaryzowany rozktad N(0,1).

(2
Zat6zmy, ze dokonamy estymacji przedziatlowej wielko$ci u. Mozemy doktadnie policzy¢ z
jakim prawdopodobienstwem wielko$¢ u lezy w przedziale (-u, u,):
P{-ug<u<uy} =2F(ugy)-1
Mozemy rowniez sytuacj¢ odwroci¢. Wybierajac arbitralnie prawdopodobienstwo, z ktorym
chcemy stworzy¢ ten przedziat znajdziemy taka wartos¢ u,, (rys. 7), ktora spetni nasze
wymagania:
P{-ug<u<uy} =2F(uy)-1=1-a

co jest rownowazne przedziatowi ufnosci dla m:
_ o _ o
P{x-uy, —— <m<x+u, —— }=1-a
\n \n

Konstrukcja przedziatu ufnosci:

— o ¥ —
©Nm o) = ¥ :Nm =) = dau=""".n = w: N(0,1)
n
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{ — <m< = =1 =2 1=1
X - ua PR m X ua - = _a _ < < _ _
E — P{-ug<u<ugy} F(uy) a

U
u,o
me(xt—-=)
Jn
dla wybranego 1-a = u,
np. 1-a=0,95 = u,=1,96
Przeksztalcenia:
Pluys<u<u, =2F(uy)-1=1-« A
{ _ : (te) 1/ ~
u=(x-m)-\/;/0' -
P{-ug< =" [ <u,} =1-a "G/\/; |
c l-o
Pty 2 <x-m<ug -ZV=l-a |-x;1) |
Jn Jn o | R

Rys. 7 Sposo6b znajdywania warto$ci
uq przy konstrukceji przedziatow

ufnosci

W rezultacie otrzymali$my przedziat ufnosci, w ktérym warto$¢ prawdziwa m jest
zawarta z prawdopodobienstwem 1-c.
u,o

\/;)

Wielko$¢ 1-a nazywamy wspdlczynnikiem ufnosci, a stworzony dla wybranego

me(x =t

wspotczynnika przedzial nazywamy przedzialem ufnos$ci. Wartos¢ 1-a przyjmuje sie
subiektywnie, jako dowolnie duze, bliskie 1, prawdopodobienstwo. Jest ono miarg zaufania
do prawidlowego szacunku. NajczgS$ciej wybierane wartosci 1-a to 0,95 Iub 0,99, a
znalezione dla nich warto$ci u, wynosza odpowiednio 1,96 1 2,575.

Zaleta estymacji przedzialowej w postaci przedzialow ufnoSci jest precyzyjne
okreslenie niepewno$ci pomiarowej poprzez wyznaczenie granic przedziatu, w ktorym

mierzona warto$¢ prawdziwa jest zawarta z okreslonym prawdopodobienstwem. Warto
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zwroci¢ uwage na fakt, ze precyzja estymacji przedziatowej zalezy od dwoch czynnikow:
wybranego wspolczynnika ufnosci 1-a (wplyw na warto$¢ u,) i liczby wykonanych
pomiaréw, n. Wymagajac wigkszego poziomu ufno$ci w wykonane oznaczenie, przedziat
ufnosci ulega poszerzeniu (wzrasta warto$¢ u,). Mozna jednak temu przeciwdzialaé
zwigkszajac liczbe pomiarow. W rezultacie mozna z goéry zaplanowaé liczbg pomiarow
niezbednych do osiagnigcia okre§lonej precyzji (zwanej czgsto maksymalnym bledem

szacunku, d - rtbwnym potowie wyznaczonego przedziatu):
(x *d), gdzie d g
me(x £d), gdzied=u, ——
a \/;

stad dla pozadanego d nalezy wykona¢ co najmniej n pomiarow:

Oldz

Podkreslmy jednak po raz kolejny, ze tego typu dziatania prowadzace do zwigkszenia precyzji

n>

pomiarowej sa skuteczne jedynie w odniesieniu do btedow przypadkowych.

Nie wspomnielismy jednak do tej pory jaka warto$¢ o wykorzystaé we wzorze na
przedziat ufno$ci. Mozemy sobie wyobrazi¢ sytuacje, ze wariancja wynikéw pomiarowych ¢
jest znana mimo, ze przystgpujemy do pomiaru nieznanej wielkosci. Tak moze si¢ zdarzy¢
jezeli dysponujemy wlasciwie skalibrowanym uktadem pomiarowym, np. poprzez wykonanie
podobnych pomiaréw wielkos$ci fizycznych, ktorych warto$¢ prawdziwa jest znana.
Typowym przyktadem moze by¢ tutaj pracownia studencka. Z drugiej za$ strony wykonujac
duza ilo$¢ pomiarow (n > 50) estymacja punktowa o, ktora uzyskujemy za pomoca
odchylenia standardowego S staje si¢ na tyle precyzyjna, ze mozemy W miejsce O
wykorzysta¢ warto$¢ odchylenia standardowego z proby, S.

Jezeli jednak zaréwno warto$¢ prawdziwa jak i wariancja wielkosci x: N(m, o),
pozostaja nieznane, a liczba pomiardw jest rowniez ograniczona (n < 50) konstrukcja

przedzialu ufnosci musi zosta¢ zmieniona. Okazuje sig, ze wielko$¢:

t:x—m'\/;
S

podlega rozktadowi t — Studenta; nazwa rozkladu pochodzi od pseudonimu naukowego
»otudent” angielskiego matematyka W. Gosseta, ktéry powyzsze twierdzenie udowodnit.
Funkcjg rozktadu gestosci prawdopodobienstwa rozktadu ¢ — Studenta, w ktorym zwyczajowo
W miejsce zmiennej x stosuje si¢ symbol 7, przedstawia ponizszy wzor, w ktérym mamy tylko

jeden niezalezny parametr &, tzw. liczbe stopni swobody:
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k+1

r——) 1
f)=——2—
Vkz -T(k/2) (Hﬁ)%
k

gdzie: k = n-1 liczba stopni swobody, I'(p) = Ix” e -dx dlap>0

0
Funkcja ggstosci prawdopodobienstwa rozktadu ¢ — Studenta odbiega nieznacznie od
funkcji rozktadu N(0,1), szczegdlnie dla niskich wartosci k; jest ona wolniej zbiezna do zera
niz rozktad normalny. Jednocze$nie gdy rosnie liczba stopni swobody réznica miedzy oboma
rozktadami szybko ,,zanika”; praktycznie oba rozktady staja si¢ na tyle zblizone dla n > 50, ze

odpowiedni przedzial ufno$ci moze zosta¢ skonstruowany wg wczesniej omowionej metody.

4 1)

0,4
Jx)
N(0,1)

0,2

0,0
4 20 2 4

Rys. 8 Poréwnanie funkcji ggstosci prawdopodobiefistwa rozkladu #-Studenta (k= 4) 1

rozktadu normalnego N(0,1)

Korzystajac z podstawienia == ;m .JJn przedzial ufnosci, skonstruowany na

podstawie n — elementowego zbioru wynikéw pomiaréw, o wartosci sredniej xi odchyleniu
standardowym S, mozna przedstawi¢ w nastgpujacy sposob:
t,S

JZ)

W zaleznosci od wybranego arbitralnie wspotczynnika ufnosci 1-« parametr ¢, znajdujemy z

me(xt

tablic rozktadu ¢ — Studenta, zazwyczaj skonstruowanych na odmiennej zasadzie niz tablice
dystrybuanty: dla odpowiedniej wartosci 1-« 1 liczby stopni swobody & = n-1 bezposrednio
podane sa wartosci f,.

Podsumowujac:
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Wykonujac n pomiaréw x;, x,...x,, liczac x, S'1 wybierajac poziom ufnosci 1-« (0,95; 0,99 ..),
przedziat ufnosci dla $redniej tworzymy wg wzorow podanych w tabeli ponizej:

Tabela 1. Przedzialy ufnos$ci

Model I Model II
x: N(m, o), 6 znane lub o nie znane, n>50, =S | x: N(m,0), onie znane, n<50
me(fiu“(j) me(fitas)
n n
Znajdowanie u,; Znajdowanie f,:
Pl-ug<u<ug} =2F(uy)-1=1-a P{lt>t,} =«
tablice dystrybuanty rozktadu normalnego tablice wartosci ty dla réznych k=n-11 o

Zaleznos¢ wielkosci fizycznych

Zrozumienie metodyki pomiaru wielkosci fizycznej, omdwionej powyzej, pozwala
nam przystapi¢ do odkrywania podstawowych praw wiazacych rozne wielkosci fizyczne.
Okreslony model fizyczny badanego zjawiska, poparty odpowiednim opisem matematycznym
(wzorem), pozwala zrozumie¢ naturg badanych zjawisk. Dla eksperymentatora dokonujacego
nowych odkry¢ naukowych czy szukajacego potwierdzenia teoretycznych rozwazan kluczowe
jest przede wszystkim uzyskanie potwierdzenia istnienia zaleznosci dwodch wielkosci
fizycznych. Doswiadczenie zaprojektowane w celu potwierdzenia i1 znalezienia tego zwiazku
migdzy dwiema wielko$ciami fizycznymi x 1 y musi polega¢ na pomiarze obu tych wielkosci
réwnoczesnie. Co wigeej pomiar taki nie moze si¢ ograniczy¢ tylko do otrzymania
pojedynczej pary wartosci obu wielkosSci, ale niezbg¢dne jest uzyskanie co najmniej kilku
takich punktéw we wspotrzednych zmiennych x 1 y. Najcze$ciej stosowana metoda
prowadzaca do tego celu jest takie zaprojektowanie eksperymentu, w ktérym jednej z tych
wielkosci (zwanej zmiennq niezaleing) przyporzadkowane sa wartosci drugiej wielkosci,
zwane] zmiennq zaleinq. Zwiazek migdzy dwiema wielko$ciami moze by¢ wzajemny,
zmiany jednej zmiennej powoduja zmiany drugiej i odwrotnie. Czgsto jednak wyraznie
mozna wyr6ézni¢ zmienna zalezna 1 niezalezna, co wuzasadnia wspomniany model
eksperymentu, w ktorym eksperymentator zmienia jedna z wielko$ci , np. stgzenie substancji i

mierzy zmian¢ warto$ci drugiej wielkosci np. szybkos$¢ reakcji. Gdyby udalo si¢ zmierzy¢
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obie te wielkosci bezbtednie, w szerokim zakresie zmian jednej z nich, niezbyt
skomplikowane dopasowanie odpowiedniej funkcji matematycznej pozwolitoby uzyskac
odpowiedni opis matematyczny zjawiska. Czy jednak fakt, Zze pomiar obu wielkoSci
obarczony jest niepewno$cia pomiarowa nie powoduje takiego utrudnienia tego zadania, iz
staje si¢ ono niewykonalne? Na rysunku ponizej przedstawiono przyktad eksperymentu, w
ktorym wyraznie widoczna jest zalezno$¢ zmiennej y od zmian zmiennej x, zaleznos$¢
prawdopodobnie liniowa. Powstaje jednak pytanie jak najlepiej tego typu zaleznos$¢ liniowa

narysowac wsrod porozrzucanych na wykresie punktow eksperymentalnych.

A

30

20+

10+

X
O T T T >

0 5 10 15

Rys. 9 Wykres punktowy — graficzna ilustracja metody najmniejszych kwadratow

Ustalenie postaci funkcji, ktora opisuje zalezno$¢ migdzy zmiennymi nazywamy
regresjq. Z praktycznego punktu widzenia ograniczymy si¢ w dalszej dyskusji do regresji 11
rodzaju, czyli liniowej lub nieliniowej funkcji y = f(x) znalezionej metodq najmniejszych

kwadratow.

Metoda najmniejszych kwadratow

Oméwimy metod¢ najmniejszych kwadratow w oparciu o funkcj¢ liniowa, po
pierwsze ze wzgledu na jej przejrzystos¢, a po drugie wazno$¢ zalezno$ci liniowych w
naukach przyrodniczych.

Zalézmy, ze istnieje prawdziwa liniowa zalezno$¢ wielkosci y od x, ktora mozemy
zapisa¢ w postaci:

y=p+ pix

Estymacja punktowa nieznanych parametréw [ i f; pozwala nam znalez¢ najbardziej
optymalne ich oszacowanie, czyli przedstawi¢ poszukiwang zalezno$¢ liniowa w postaci:

y=by+b;x
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Metoda najmniejszych kwadratéw polega na takim wyborze parametréw by i b;, aby

suma kwadratow reszt e; (rys. 9) osiagneta minimum.

sznllef :Z"l:(yi—yi)z :i(yi—blx—bo)z = min.

Oznacza to, ze sposrod mozliwych do wyobrazenia prostych jakie mogliby$Smy
narysowa¢ na wykresie y = f(x), wybierzemy te, dla ktorej suma kwadratow odchylen
punktow od prostej przyjmie warto$¢ minimalna. Zwro¢my uwage, ze Q jest funkcja dwoch
zmiennych by 1 b; (wybor réznych wartos$ci by 1 b;, prowadzi do otrzymania dla danego zbioru
punktéw o wspotrzednych (x;, y;) réoznych wartosci Q). Stad warunkiem koniecznym
znalezienia minimum funkcji jest zerowanie si¢ pochodnych czastkowych wzgledem obu

zmiennych (jest to zarazem warunek wystarczajacy). W rezultacie otrzymujemy uktad dwoch

réwnan i dwoch niewiadomych:

99 2Ny —bx—b Y ) =
8[)1—2?:1 (Vi =bx=by)(=x,) =0
9 2N (1 —bx— b)) =
6b0_2,§=1 (¥ =bx=by)(=1)=0

blzxiz +bozxi :iny,‘
bIin +n-b, :Zyi

pozwalajacy wyznaczy¢ by 1 b;:

b = ny %y, —(fo)(zyi) _ D _;)(J_}i -
1 nlez _( xi)2 Z(‘xi_x)z

b = (fozxzyi)—(zxi)(zxiyi)
’ nZ(xl. —x)?

by=y—b, -x

Wspoétczynniki by 1 b; nosza nazwe wspolczynnikow regresji liniowej z proby.
Najprostsza miara dokladno$ci wyznaczenia wspotczynnikow regresji sa tzw. bledy

standardowe:
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resztkowe odchylenie standardowe

1 ~N\2 L _ _ 2
S:\/Ez(yi _yi) _\/I’Z—QZ(yi blx bo)
S S

Sy = — = —
\/Z(xi_x)2 \/Z:xf—n-x2
fo_ S-\/l ;2

e - L
n

nZ(‘xi _x)2 Z()Ci —;)2

btad standardowy wsp. kierunkowego

Sy, =S btad standardowy wyrazu wolnego

Warto w tym miejscu podkresli¢ fakt, ze metoda najmniejszych kwadratoéw pozwala
znacznie precyzyjniej okre§li¢ niepewno$ci pomiarowe np. za pomoca konstrukcji
odpowiednich przedzialéow ufnosci dla wspotczynnikow regresji, i dla samej krzywej, czy
przedziatbw tolerancji pozwalajacych odrzuca¢ skrajne punkty eksperymentalne.
Zainteresowanych odsylamy do wybranych pozycji literatury. Warto rowniez nadmienié, ze
wiele popularnych programow komputerowych, arkuszy kalkulacyjnych w prosty sposob

pozwala te wielkosci znalez¢ bez wigkszego trudu.

Przyktad liczbowy: Obliczanie podstawowych parametrow charakteryzujacych liniowa

zalezno$¢ y = by + b;x

x oG- 0P |0 )| G-y | |0i-n)
1 8 9 64 24 9,571 2,4694
2 13 4 9 6 11,714 | 1,6531
3 14 1 4 2 13,857 | 0,0204
4 17 0 1 0 16 1
5 18 1 4 2 18,143 | 0,0204
6 20 4 16 8 20,286 | 0,0816
7 22 9 36 18 22,429 | 0,1837
Suma 28 112 28 134 60 5,4286
Srednia 4 16

b;=60/28 =2,14; by=16—-2,14-4 =7,43; S = /5,4286/5 =1,04; r=60/4/28-134 = 0,98;

Sps = 1,04//28 = 0,20; Spy = 1,041/% +£ =0,88;
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Najczgsciej wykorzystywanym parametrem stuzacym ocenie miary liniowej

zaleznosci dwoch wielkosci jest wspolczynnik korelacji 7 proby:
(=)~ )
— —.2
-0 Y- )

Wspolczynnik korelacji z proby moze przyjmowacé wartosci z zakresu -1 < r < 1, przy

czym im jego warto$¢ jest blizsza = 1 tym silniejsze jest potwierdzenie liniowej zaleznosci
zmiennych x 1 y (+1 wskazuje na zalezno$¢ wprost proporcjonalna, a -1 odwrotnie
proporcjonalng). Gdy warto$¢ wspodtczynnika korelacji przyjmuje warto$¢ bliska zeru o
zmiennych x 1 y mowimy, ze sa nieskorelowane. Prawdziwe pozostaja stwierdzenia:

- zmienne niezalezne sa nieskorelowane (twierdzenie odwrotne nie jest jednak prawdziwe),

- zmienne skorelowane sg zalezne.

Warto jednak pamigtaé, ze wspotczynnik korelacji z proby jest jedynie estymatorem
wspotczynnika korelacji, dla ktérego powyzsze stwierdzenia pozostaja bezwzglednie
prawdziwe. Jak dla kazdego estymatora wiarygodnos$¢ szacunku tak uzyskana wzrasta wraz z
liczba punktéw pomiarowych, stad nalezy zachowaé ostrozno§¢ w wykorzystaniu
wspotczynnika korelacji z proby, jako argumentu na rzecz lub przeciw korelacji badanych
zmiennych, na podstawie niezbyt licznych prob. Wspotczynnik korelacji z proby niesie
ponadto dodatkowe niebezpieczenstwa. Wiele zaleznosci nieliniowych moze w ograniczonym
przedziale by¢ dobrze aproksymowana zalezno$ciami liniowymi, np. dla przedstawionej na
rysunku 10 zaleznosci potegowej (D) uzyskujemy dos¢ wysoki wspdtczynnik korelacji.
Innym przyktadem moze by¢ pojawienie si¢ korelacji dla zmiennych nieskorelowanych (A),
gdy wplyw na obie te zmienne ma trzeci czynnik (B), np. podczas, gdy y i x sa
nieskorelowane, wspolny czynnik z doprowadzi do wysokiej korelacji yz od xz. I tak np.
wahania temperatury w trakcie eksperymentu wptywajace zar6wno na zmienng x jak i y moga
spowodowa¢, ze doszukamy si¢ niefizycznej zaleznosci obu tych zmiennych. Kolejnym
przyktadem btednej oceny korelacji jest tzw. pozorna korelacja (C). Cho¢ w waskich
zakresach  zmienne  pozostaja  nieskorelowane, drastyczna zmiana  warunkow
eksperymentalnych odmiennie lokuje wyniki eksperymentalne na wykresie, w rezultacie
prowadzac do uzyskania wysokiego wspolczynnika korelacji. Jest to przyktad analogiczny do
przyktadu omowionego powyzej (A, B), gdy blizej nieokreslony czynnik (bardzo czgsto
metodyczny badz aparaturowy) jest odpowiedzialny za przesunig¢cie mi¢dzy obiema grupami

punktow.
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Rys. 10 Przyktady btednego wykorzystania wspotczynnika korelacji z proby jako miary

zalezno$ci liniowej zmiennych

W rezultacie argumentacja na korzy$¢ wniosku o istnieniu zalezno$ci zmiennych
oparta na wspolczynniku korelacji z proby, powinna by¢ wsparta logiczna interpretacja
fizycznej strony tej zalezno$ci, dodatkowa analiza wspdtczynnika korelacji z proby i
ewentualnie wykonaniem dodatkowych pomiaréw.

Metode najmniejszych kwadratow moglibySmy analogicznie zastosowaé¢ do
wielomiandéw wyzZszego stopnia niz pierwszy. Przyrownanie do zera pochodnych
czastkowych wzgledem nieznanych parametréow b; prowadzi do ukladu k& réwnan i1 &
niewiadomych dla dowolnego wielomianu £ — stopnia. Czg$ciej jednak wykorzystuje sig
metody najmniejszych kwadratow w przypadku regresji wielorakiej, czyli zaleznosci
zmiennej zaleznej y od wigcej niz jednej zmiennej niezaleznej, co pozwala poszukiwac
bardziej ztozonych zalezno$ci. Metodyka znajdywania odpowiedniego uktadu rownan jest w

tym przypadku rownie prosta jak dla wielomianu 1 zapisana w postaci macierzowej dla z =

f(x, y) wyglada nastepujaco:
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z=A+ Bx+Cy

h in Zyi 4 Zzi
in inz Zyi~xi 1B |= Zzi X
zyi zyixi Zylz C zzi'yi

A-n+Bin+CZyi =Zzi
Ain JrBZ:xl.2 +C2yixl. :Zzi - X;
AZyi +BZyl.xi +CZ:yl.2 :Zzi Y

4 140

Rys. 11 Regresja wielorakaz=A4x + By + C

Pozwala ona okresla¢ zalezno$¢ zmiennej zaleznej od wielu czynnikéw 1 wybraé
sposrdd nich te, ktore maja dominujacy wptyw na zmienno$¢ z.

Rownie waznym zagadnieniem sa metody regresji liniowej stosowane do waznych z
punktu widzenia nauk przyrodniczych zaleznosci nieliniowych, ktére moga zostaé
sprowadzone do zalezno$ci liniowych poprzez odpowiednie podstawienie lub przeksztalcenie.
Np. stosunkowo skomplikowana eksponencjalna zalezno$¢ statej szybkosci reakcji od
temperatury, znana pod nazwa zaleznosci Arrheniusa moze w wyniku zlogarytmowania obu

stron zosta¢ sprowadzona do zaleznosci liniowej In k od 1/T:

k=Aexp(-EJ/RT) = Ink=1In4 - (EJR)-(1/T)

A A
1 o In(k/(1'mol™s™
ks regresja liniowa * )
6* \
4
regresja nieliniowa
24 \\
0
K T'/(10°K™ N
300 320 - 30 32 34 i
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Rys. 12 Zalezno$¢ Arrheniusa — poroéwnanie wynikow uzyskanych metoda regresji
linearyzowanej (czerwona linia na wykresach w r6znych uktadach wspotrzednych) i

regresji nieliniowej (czarna linia)

Jezeli wigc w miejsce zaleznosci k£ od 7 metoda najmniejszych kwadratoéw zostanie
zastosowana do zaleznos$ci In k& od 1/T, pozwoli to znalez¢ In A oraz E4/R, 1 po prostych
przeksztalceniach wspotczynnik przedeksponencjalny A i energi¢ aktywacji E.

O ile jednak doktadno$¢ metody najmniejszych kwadratoéw, np. w przypadku
wielomianu, prowadzi do najlepszego oszacowania nieznanych wspdlczynnikéw, o tyle
metoda ,linearyzacji” wprowadza dodatkowe btedy zwiazane z charakterem zastosowanego
podstawienia lub przeksztalcenia (rys. 12). Mozna te bigdy ograniczy¢ stosujac funkcje
regresji nieliniowej z wykorzystaniem wysoce sprawnych i ekonomicznych metod
minimalizacji funkcji metodami iteracyjnymi, jak powszechne obecnie metody Levenberga-
Marquarda czy metoda Simplex. Ich stosunkowo tatwa dostgpnos¢ powinna sktaniaé do

stosowania regresji nieliniowej w miejsce prostszej regresji nieliniowej linearyzowane;.

Dzialania na liczbach przyblizonych

Wartosci uzyskane w wyniku do$wiadczen, obarczone okreslonymi niepewno$ciami
pomiarowymi (btgdami pomiarowymi), podlegaja bardzo czgsto dalszym przeksztatceniom
prowadzacym do oznaczenia innych wielkosci fizycznych (wynikdw pomiaréw posrednich,
czyli takich na ktore sktadaja sig liczne pomiary bezposrednie). W dziataniach na liczbach
przyblizonych konieczne jest stosowanie odpowiednich regul sluzacych okreslaniu
doktadno$ci wynikow pomiaréw posrednich 1 ich zaokraglaniu.

Liczba cyfr w rozwinigciu dziesigtnym liczby, wyniku pomiaru bezposredniego,
ograniczona jest doktadno$cia pomiaru (klasa uzywanego przyrzadu) lub niepewnos$cia
pomiarowa. Zawarte w takim wyniku cyfry mozemy podzieli¢ na cyfiy znaczqce, czyli
okreslajace doktadnos$¢ oznaczenia i zera stuzace do wyznaczenia pozycji dziesi¢tnych cyfr
znaczacych. Cyframi znaczacymi sa wigc wszystkie cyfry rézne od zera, zera zawarte
pomigdzy tymi cyframi oraz te zera na konicu liczby, ktdrych znaczenie wynika z doktadnosci
pomiaru, np. (cyfry znaczace zaznaczone pogrubieniem):

0,0234 + 0,0002; 120,50 + 0,01; 560700 + 300; 789 + 40

Prawidlowe przedstawienie wyniku pomiaru posredniego wymaga znajomosci

niepewnos$ci pomiarowych wynikéw sktadajacych si¢ na wynik ostateczny i reguty, wg ktorej

btedy wynikéw sktadowych przenosza si¢ na ostateczny wynik pomiaru. Wyobrazmy sobie
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dowolne przeksztalcenie (funkcj¢) laczaca wynik pomiaru posredniego, ¢, z wynikiem
pomiaru bezposredniego, x, obarczonego niepewnos$cia pomiarowa Ax. Na rysunku 13
wyraznie widoczne jest ,,przeniesienie” blgdu pomiarowego x na niepewnos¢ oznaczenia

wielkosci g.

y=[df(x)/dx]-x+C

\/

a

Rys. 13 Przenoszenie btedow w zalezno$ciach funkcyjnych

q = q(x) =Ax)
Ag = gx + Ax) - g(x) = flx + Ax) - fix)
Poniewaz dla dostatecznie matego przedzialu u wokot dowolnej warto$ci zmiennej x, np. x =a
Sfxtu)-fix) = [dffdx]a-u, stad:
Ag = g(x + Ax) - g(x) = f(x + Ax) - f(x) = [df/dx], -Ax
W celu prezentacji niepewnosci pomiarowej jako liczby dodatniej Ag, (odchylenie wyniku
ponizej 1 powyzej okreslonej wartosci symbolizuje znak +) wzor powyzszy powinien by¢
zaprezentowany jako:
Ag= | dg/dx | -Ax

W przypadku, gdy wielko$¢ ¢ jest funkcja wielu zmiennych otrzymamy ogdlna postaé

rachunku bledu maksymalnego, czyli przenoszenia niepewnos$ci pomiarowych w

przeksztalceniach matematycznych:

Ag = | oglox| vnx + | 0gloy | wAy + ...+ | 8g/oz | Az
Z powyzszej zalezno$ci w prosty sposob mozna wyprowadzi¢ ogolne reguly
przenoszenia btedu w prostych dziataniach arytmetycznych np.

- sumy (analogiczny wzor dla r6znicy):

27



q=x+y

Ag=|oglox|-Ax+ |ogiov] -Ay=Ag= 1] -Ax+ | 1]-Ay = Ax + Ay

- illoczynu (analogiczny wzor dla ilorazu):

q=x-y

Aq = | dglox|-Ax + | ogioy ] -Ay = |y|-Ax+ | x| Ay gl =] x - ¥

ag_Dlax WAy ar &g s

A

Przyktad liczbowy:

x=3,27%0,02=3,27(1 £ 0,006)

y=143+0,03=3,27(1 £0,021)

qg=x+y=570%£0,05;9g =x-y=1,84£0,05

q=x-y=4,676[1 £ (0,006 + 0,021)]=4,676(1 £ 0,027) = 4,676 £ 0,126
q=x/y=2,287[1% (0,006 +0,021)]=2,287(1 £ 0,027) = 2,287 £ 0,062

W rachunku btedu maksymalnego, zaprezentowanym powyzej, nie jest brana pod
uwage wzajemna zalezno$¢ lub niezaleznos$¢ rozpatrywanych wielkosci 1 ich niepewnosci. W
przypadku wielkosci zaleznych mozemy mie¢ do czynienia z sytuacja, w ktorej wielkosci te
odbiegaja jednoczesnie w tym samym kierunku od wielko$ci poprawnej, np. w gorg i w
rezultacie suma tych wielkos$ci przyjmie warto§¢ maksymalnag. W przypadku wielkos$ci
niezaleznych mozna spodziewac sig, ze zawyzenie jednych wielko$ci (x + Ax) moze zostac
czesciowo zrekompensowane w wyniku zanizenia innych (y - Ay). W efekcie niepewno$¢
wyniku powinna by¢ mniejsza, niz przewidywana w rachunku biedu maksymalnego. I
rzeczywiscie, zaktadajac, ze wielkosci x i y pozostaja niezalezne i podlegaja rozktadom

normalnym, odpowiednio x: N(m,, o) oraz y: N(m,, o;) to wielkos¢ ¢ = x + y podlega
rozktadowi normalnemu g: N(mg, o), gdzie my = m, + m, i o, = ,/o; + o, . Traktujac o; i o,
jako niepewno$ci pomiarowe Ax i Ay mozemy poréwnac btad sumy uzyskany z rachunku btedu

maksymalnego: Aqg = Ax + Ay i metod statystycznych: Ag = /| Ax” + Ay” .

Poniewaz:
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stad

Ax+ Ay > | Ax* + A

W  rezultacie, zakladajac niezaleznos¢ niepewnosci pomiarowych pomiardéw
bezposrednich, nalezy zmodyfikowaé wzor wynikajacy z rachunku bigdu maksymalnego.

Niepewno$¢ pomiarowa dana jest wzorem:

8 8 B
Ag= (L Ay + (L Ay .+ (L A2y
ox oy oz

Nalezy jednak pamigtac, ze wszgdzie tam, gdzie nie mamy pewnosci odno$nie niezaleznosci
zmiennych stosowanie rachunku bi¢gdu maksymalnego jest poprawniejsza metoda oznaczania

btedu pomiaru posredniego.

Przyktad:
Obliczy¢ pojemnosé cieplna kalorymetru wg wzoru K = i-R #/dT gdzie:
i - natgzenie pradu = 1,75 + 0,025A
R - opor spirali grzejnej =45 £ 1 Q
t - czas przeptywu pradu =600 £ 2 s
dT - przyrost temperatury kalorymetru = 20 £ 1°K

AK = | 0K/6i| 1 75:Ai + | OKIAR | 4s-AR + | KIdt | 000t + | OKIB(AT) | 20-A( dT)
AK = | 2iR/dT | 75:0i + | t/dT | 4sAR + | PRIAT | oAt +
+|- PRYAT) | 20-A(dT)
K=4134,4+430,5
przy czym blad po uwzglednieniu metod statystycznych i niezalezno$ci zmiennych wynidsiby

+255,6.

Podsumowujac:

Rachunek btedu maksymalnego
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Niepewno$¢ wartosci funkcji jednej zmiennej

Ag = |dg/dx | -Ax

Niepewnos$¢ wartosci funkcji wielu zmiennych q(x, y,...z)

Ag = |ogiox|-Ax+ |ogiov| Ay + ...+ | 6q/oz ] -Az

Niepewnos$¢ sumy 1 rdznicy

q=x+y Ag=Ax+ Ay

gq=x-y Ag=Ax+ Ay
Niepewnos¢ iloczynu 1 ilorazu

q=x-y 0g = dx + oy

q =x/y 8g = &x + &y

Metody statystyczne

Niepewno$¢ wartosci funkcji wielu zmiennych q(x, y,...z)

Aq:\/(Z—z-Ax)Z+(%-Ay)2+...+(Z—Z-Az)2
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Podpisy pod rysunkami
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Rys. 1 Zalezno$¢ Arrheniusa — zaleznos$¢ logarytmu stalej szybkosci reakcji (In k) od
odwrotnosci temperatury (™)

Rys. 2 Funkcje gestosci prawdopodobienstwa rozktadow normalnych N(m, o) o r6znych
wartosciach $rednich (m) 1 odchyleniach standardowych (o)

Rys. 3 Normalizacja rozktadu normalnego N(4,2) do standaryzowanego rozktadu normalego
N(0,1). Zacieniowane pole okresla obszary rownego prawdopodobienstwa w obu
rozktadach

Rys. 4 Histogram skonczonego zbioru wynikéw z dopasowana funkcja gestosci
prawdopodobienstwa rozktadu normalnego

Rys. 5 Poréwnanie rozktadu zmiennej x (wykres gorny) i rozktadu $redniej (wykres dolny).
Na wykresie zaprezentowano odpowiednie histogramy i funkcje gestosci
prawdopodobienstwa rozktadu normalnego. Punkty x;, x,...x, reprezentuja przyktadowy
zbi6r wynikOw serii n pomiarOw zmiennej X; x $rednia serii

Rys. 6 Rozktady $rednich f{ )_c) uzyskiwanych z serii 2, 8 lub 50 pomiaréw zmiennej x
podlegajacej rozktadowi f(x)

Rys. 7 Sposob znajdywania warto$ci u,, przy konstrukcji przedziatéw ufnosci

Rys. 8 Poréwnanie funkcji ggstosci prawdopodobiefistwa rozktadu #-Studenta (k= 4) 1
rozktadu normalnego N(0,1)

Rys. 9 Wykres punktowy — graficzna ilustracja metody najmniejszych kwadratow

Rys. 10 Przyktady btednego wykorzystania wspotczynnika korelacji z proby jako miary
zalezno$ci liniowej zmiennych

Rys. 11 Regresja wieloraka z=Ax + By + C

Rys. 12 Zalezno$¢ Arrheniusa — poroéwnanie wynikow uzyskanych metoda regresji
linearyzowanej (czerwona linia na wykresach w r6znych uktadach wspotrzednych) i
regresji nieliniowej (czarna linia)

Rys. 13 Przenoszenie btedow w zaleznosciach funkcyjnych
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